2. Producto interno y norma

Ejercicio 2.8.

Existe en R un producto interno tal que {ej, e;) = 2, (€2, ) =3, {e3,e3) =4, (e1,e2) =0y
(e2,e3) = ey, e3) = 1.

Demostracion. Es suficiente definir la aplicacion ¢, ) : R3 x R — R tal que para cada x =
(x1,X2,x3) € ¥y = (1,2, ¥3),

(x,¥):= 2x1 + x3)y1 + BX2 + X3) Y2 + (X1 + X2 +4X3) y3.
Entonces (-, ) es un producto interno. En efecto,
L. Six=(x1,X2,%3), ¥y = (y1, )2, ¥3) Y 2 = (21, 22, 23) entonces

(x+2,y)=12(x1+21) + X3+ 23] Y1 + [3(X2 + 22) + X3 + 23] Y2 + [X1 + Y1 + X2 + 2o+
+4(x3 +23)] y3
=(2x1+x3)y1+ Bx2+x3)y2 + (X1 + X2 +4Xx3) Y3+
+(2z1+2z3)y1+@Bz2+23) Yo + (21 + 22 +423) 3
=(x,y)+(z¥)

De manera similar que comprueba que {ax, y) = a(x, y), paratodo x,y € R" ytodo a € R.

2. Six=(x1,%2,x3) Yy = (y1,¥2,y3) entonces

(x,¥) = (2x1+ x3) Y1 + Bx2 + X3) Y2 + (X1 + X2 +4X3) Y3
=Cy+y3)x1+@By2+y3)x2+ (y1+y2+4y3)x3
={(»x).

3. Si x = (x1, X2, x3) # 0 entonces

(x,x) = (2x1 + x3) X1 + (B3X2 + X3) X2 + (X1 + X2 + 4Xx3) X3
= (fo + 3x§ + 4x§) +2X1X3+2X2X3

2 2 2 2 2
=x7+ (X1 +x3)"+ (X2 + x3)° +2x5 +2x3 >0

Esto muestra que la funcion (x, y) = (2x1+ x3)y1 + (Bx2 + x3) )2 + (X1 + X2 +4X3) y3 €S un pro-
ducto interno sobre R3.

Six=y=-e; =(1,0,0) entonces reemplazando en la funcién dada se obtiene {e;, e;) = 2. De
manera similar se comprueba facilmente que {e;, e2) = 3, (e3,e3) =4, {(e1,e2) =0y (ez,e3) =
(61, 63> =1. |
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