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Ejercicio 2.8.

Existe en R3 un producto interno tal que 〈e1,e1〉 = 2, 〈e2,e2〉 = 3, 〈e3,e3〉 = 4, 〈e1,e2〉 = 0 y
〈e2,e3〉 = 〈e1,e3〉 = 1.

Demostración. Es suficiente definir la aplicación 〈·, ·〉 : R3 ×R3 → R tal que para cada x =
(x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3),〈

x, y
〉

:= (2x1 +x3)y1 + (3x2 +x3)y2 + (x1 +x2 +4x3)y3.

Entonces 〈·, ·〉 es un producto interno. En efecto,

1. Si x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) y z = (z1, z2, z3) entonces〈
x + z, y

〉= [2(x1 + z1)+x3 + z3]y1 + [3(x2 + z2)+x3 + z3]y2 + [x1 + y1 +x2 + z2+
+4(x3 + z3)]y3

= (2x1 +x3)y1 + (3x2 +x3)y2 + (x1 +x2 +4x3)y3+
+ (2z1 + z3)y1 + (3z2 + z3)y2 + (z1 + z2 +4z3)y3

= 〈
x, y

〉+〈
z, y

〉
De manera similar que comprueba que

〈
αx, y

〉=α〈
x, y

〉
, para todo x, y ∈Rn y todoα ∈R.

2. Si x = (x1, x2, x3) y y = (y1, y2, y3) entonces〈
x, y

〉= (2x1 +x3)y1 + (3x2 +x3)y2 + (x1 +x2 +4x3)y3

= (2y1 + y3)x1 + (3y2 + y3)x2 + (y1 + y2 +4y3)x3

= 〈
y, x

〉
.

3. Si x = (x1, x2, x3) ̸= 0 entonces

〈x, x〉 = (2x1 +x3)x1 + (3x2 +x3)x2 + (x1 +x2 +4x3)x3

= (2x2
1 +3x2

2 +4x2
3)+2x1x3 +2x2x3

= x2
1 + (x1 +x3)2 + (x2 +x3)2 +2x2

2 +2x2
3 > 0

Esto muestra que la función
〈

x, y
〉

:= (2x1+x3)y1+ (3x2+x3)y2+ (x1+x2+4x3)y3 es un pro-
ducto interno sobre R3.
Si x = y = e1 = (1,0,0) entonces reemplazando en la función dada se obtiene 〈e1,e1〉 = 2. De
manera similar se comprueba fácilmente que 〈e2,e2〉 = 3, 〈e3,e3〉 = 4, 〈e1,e2〉 = 0 y 〈e2,e3〉 =
〈e1,e3〉 = 1. ❚
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