2. Producto interno y norma

Ejercicio 2.4. 2

Una aplicacién lineal A: R” — R”" es simétrica cuando A = A*. Pruebe que el conjun-
to . de las aplicaciones lineales simétricas constituye un subespacio vectorial de di-
mension n(n+1)/2 en Z(R"*;R"). Cuando A* = —A, se dice que A es antisimétrica.
Pruebe que el conjunto .7 de las aplicaciones lineales anti-simétricas es un subespacio
vectorial de dimension n(n—1)/2 en .Z(R";R") y que toda aplicacion lineal A se escribe
de modo tinico, como suma de una aplicacién simétrica con una anti-simétrica, esto es,

ZRERY =T 04

Demostracién. Considere en R” el producto interno canénico, yla base candnica {ey, ..., e,}.
Se tienen los conjuntos

S ={Ae ZR";R"): A* = A}, o ={Ae ZR"R"): A* = -A}

1. Observe que las transformaciones lineales identidad y nula son elementos de .¥, pues
la adjunta de la identidad es ella misma, y lo propio sucede con la transformacién nula.
Ademads de estosi T,S € . y a € R entonces

(@T+8)* =aT*"+S*"=aT+S,

es decir aT + S € .. Esto muestra que . es un subespacio vectorial de .2 (R"; R").

Para obtener informacién sobre la dimension de .¥, vamos a exhibir una base para este
subespacio. Para ello recordemos las transformaciones lineales T;; dadas en las igualda-
des (1.2) del Ejercicio Estas son definidas como T;;(x) = x;e;, de modo que cuando
X = ey se tiene

|0, sik#i,
T”(ek)_{ ej, sik=i. (L.3b)
A fin de hallar la adjunta de T;}, considere la aplicacion R;j: R" — R" definida como
N _ |0, sik#j,
Rl](ek) - { ei, Si k — ]-' @:)

Observe que R;j = Tj;. Ademas, para todo i, k, j, 1,

|0 sik#1i
<T”(ek)’el>_{ (ej er)y, sik=i
0, sil#]

<ek)Rij(el)>:{ (ek)ei>’ Sll:]

y de aqui se deduce que (T;;(ex), e;) = (e, Rij(e;)). En efecto,

parai=kyj#l: (Tijlex),er)={ej e;)=0= e Rij(e))
parai#kyj=1: (Tij(ex),e;) =0= ek e;) = (er Rijle))
parai=kyj=1: (Tij(ek),el> = (ej,el> =1={e,e;)= (ek,Rij(el)>
parai#kyj#1l: (Tijlex),e;)=0= ek Rijle))

Entonces, de las igualdades (T;;(ex), e;) = (e, Rij(e;)) se obtiene que R;j(e;) = T} (en)
paratodo /=1,2,...,ny, por tanto, R;; = Tl.*j.
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Luego de haber hallado la adjunta 77}, definida mediante las igualdades , ahora
considere las aplicaciones S;;: R” — R", con i < j, dadas por

Sii=Tii y Sij=T;j+Tj; parai<]j.

Observe que S}, = T}; = T;; = S;; y también para i < j, Sl*.‘j = Tl.*j + T]f*l. =Tji+ T;j = Sij.
Esto muestra que cada Sij es una aplicacion lineal simétrica. Pero ademas de esto, la
coleccion {S;;: i,j=1,...,n, i < j} es una base del espacio .”. En efecto, es claro que
dicha coleccién es linealmente independiente. Para mostrar que genera a .¥’ considere
un elemento arbitrario T': R” — R” en .. Puesto que la coleccién {T;;: i,j =1,...,n} es
base de .Z'(R";R") entonces existen escalares a;; tales que T =} ;; a;;T;;. Luego T* =
Dijij Tl.*j. Evaluando Ty T* en los vectores canénicos ey se tiene

ij

T* (ex) = Za” " (ex) = Za,ke,

ij

Siendo T simétrica, la igualdad T'(ex) = T (ex) nos muestra que a;; = a ;. Por tanto,

Z“l/ Tij = Z“HTH + Z aijTij+ Z aijTij
i,j i<j i>j

y cambiando los indices en la dltima sumatoria resulta

T = Zmﬂh+2mﬂb+2aﬁu

i<j j>i

Como «;j = aj; entonces

T= ZallTll+Zal](Tl]+T]l)—Zallsll+zaljsl]

i<j i<j

Como la coleccion {S;;: i,j=1,...,n, i < jitiene1+2+---+n=n(n+1)/2 elementos,
se concluye que el espacio .7 de transformaciones lineales simétricas tiene dimension
nn+1)/2.

2. Respecto al conjunto <7 de las transformaciones lineales antisimétricas, hacemos un
andlisis parecido al del item anterior. La transformacion lineal nula es antisimétrica, de
manera que ./ # @. Pero ademas, si S, T: R” — R" son elementos de <7 entonces para
cadaa eR,

@S+ =aS*"+T " =a(-8)+(-T)=—(aS+T).

Es decir aS+ T € &/ y, por tanto, <7 es subespacio vectorial de .Z ([R”; R”). Considerando
nuevamente la coleccion {T;;}, definidas como en las igualdades (1.3p), construimos las
funciones A;j = T;; — Tj; para i < j, con i,j = 1,...,n. Observe que A* = Tl*] T;‘l. =
Tj;—T;j = —A;j, luego cada A;; es antisimétrica. Procedlendo como en el item anterior
se comprueba que la coleccién {A;;: i, j=1,...,n, i < j} es base de /. En particular &/
es de dimension n(n—1)/2.

3. Adicionalmente podemos ver que si T: R” — R” es cualquier transformacién lineal en-
tonces las transformaciones lineales

T+ T* T-T*

S: yA:
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son simétrica y antisimétrica, respectivamente,y ademds T = S + A. Observe que para T,
las aplicaciones Sy A son Uinicas, pues tuviéramos S;+A; = T = So+ Az entonces S1 S, =
Az — Ay, pero S; — S es simétrica, mientras que A, — A es antisimétrica entonces S;— S, =
Az — Ay =0, pues la transformacion lineal nula es la Ginica simétrica y antisimétrica a la
vez, entonces S; = Sp y T1 = T». De esto se concluye que .Z (R™";R") = . & 7. Esto es, el
espacio de transformaciones lineales es la suma directa del espacio de transformaciones
simétricas con el espacio de transformaciones antisimétricas. |

Caso especifico

Para el caso .Z(R3;R%) encontraremos bases tanto para el espacio de aplicaciones simétri-
casy para el de antisimétricas.
Se tienen los conjuntos

FAACL@RY A=A}, o= {AcLER: A =)

Tal como se ha hecho en el Ejercicio considere las aplicaciones lineales T;;: R3 — R3
tales que para cada x = (x1, X2, x3) € R°,

111 (x) = x1e1 = (x1,0,0), 151 (x) = x2e1 = (x2,0,0), 131 (x) = x3e1 = (x3,0,0),
Th2(x) = x162 = (0, x1,0), T2(x) = x2e2 = (0, x2,0), T32(x) = x3e2 = (0, x3,0),
T13(x) = x1e3 = (0,0, x1), T>3(x) = x2e3 = (0,0, x), T33(x) = x3e3 = (0,0, x3).

Entonces una base para . es el conjunto

By ={T11, Tao, T33, T12 + T21, T13 + T31, T23 + T32} = {S11, S22, S33, S12, S13, S23} -
33+1)

Observe que 4B tiene = 6 elementos, es decir, la dimensién de .# es 6. Para mos-

trar que las aplicaciones que conforman 28 » son simétricas, basta calcular la matriz aso-
ciada de cada de estas. Denotaremos por M;; a la matriz asociada a S;; entonces

[1 0 O] (0 0 0] [0 0 O]

My=]0 0 of, My=10 1 0], Ms=10 0 0],

0 0 o] 0 0 0 0 0 1]

[0 1 0] (0 0 1] [0 0 O]
Mip=Tio+To1=1[1 0 0|, Mizg=Tiz+T37=10 0 0|, Mys=Ty3+T3,=1(0 0 1],
0 0 0] 1 0 0 0 1 0]

y como se puede observar, cada una de estas matrices es simétrica.
Respecto al espacio de las antisimétricas, una base estd dada por

By =1{Ti2 — To1, Tz — 131, Tog — T32}.

Para comprobar que estas transformaciones lineales son antisimétricas, basta ver sus ma-
trices asociadas las cuales son:

0 -1 0 0 0 -1 00 O
Tio—Toy=|1 0 0|, Ti3-T3=]0 0 0|, Tu-Typ=|00 -1
0 0 O 1 0 O 01 O
Es claro que cada una de estas matrices es antisimétrica. 74
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