2. Producto interno y norma

Ejercicio 2.14. w

Sea E < R" un subespacio vectorial, (ey,...,ex) una base ortonormal de E y a € R" un
vector arbitrario. Poniendo ag = (a, e;) e; +---+{a, ex) ek, el vector a— ay es perpendicular
a todos los vectores de E, y |la— apll < ||a— y|| para todo y € E. La funciéon ¢: E — R,
definida por ¢(y) = | a - y|, alcanza su valor minimo en un tnico punto de E, a saber, el
punto ay. De ahi resulta que ay depende solamente de a, mas no de la base ortonormal
escogida en E. La aplicacién 7: R"” — E dada por n(a) = ay, es lineal, su ntcleo es E* y
todo vector z € R" se escribe, de modo tinico, como z=x+y,conxe€ Ee y € EL, luego
R"=EeE'.

Demostracién. Dado que este ejercicio consta de varias interrogantes, iremos resolviendo
por partes.

1. En primer lugar mostraremos que a — ay es perpendicular a todos los vectores de E. Para
cada elemento e; de la base ortonormal dada, se tiene

k
(a-aveg)= (e~ anes) = (aer)- (T weene;
i=1

k
=(a,ej)— ) (a,e)(eiej)=(ae;)—(ae;)=0.
i=1

: _ vk
Luego dado cualquier v =} jm1@je) vector en E,

k
(a—ag,vy=) aj{a-age;)=0.
j=1
Esto muestra que a — ay es perpendicular a todos los vectores v € E. Observe que este
resultado es vélido para cualquiera que sea la base ortonormal considerada.

2. A continuacién mostramos que se cumple la desigualdad |a— aoll < ||a - y||, para todo
y € E. En efecto, como aqy € E y E es subespacio vectorial entonces para todo y € E se
tiene que y — ag € E, luego del item anterior se cumple que {a— ay, y — ap) = 0. Entonces

0:<a—ao,y—a0>:(a—ao,y—a+a—a0>:(a—ao,y—a>+||a—a0||2.
De aqui resulta que ||la— apll* = (a—ap,a—y) < lla— agll |a—y| v, por tanto,
la—aoll <|a-y|
paratodo y € E.

3. Sea a € R" yla funcion ¢: E — R definida por ¢(y) = ||a— y||. Del item (1) sabemos que
para todo y € E se tiene |la— apll < ||a— y||, lo cual quiere decir que ¢(ap) < @(y), para
todo y € E. Esto nos dice que ¢ tiene un valor minimo en ay € E. Siendo E convexo,
entonces del Ejercicio2.11)deducimos que ay es el tinico punto en E en el cual ¢ asume
este valor minimo.

Observe que la regla de correspondencia de ¢ depende de a, es decir, si cambiamos de a
se tiene una nueva funcién ¢. Ademads en el item (1) observamos que la propiedad so-
bre a — ap no depende de la base ortonormal considerada. Por tanto se concluye que ay,
punto donde ¢ alcanza su minimo valor, solo depende de a.
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4. Ahora considere la funcién 7: R” — R dada por n(a) = ay = Zle (a,e;)e;i. Es sencillo
mostrar que 7 es lineal. Ademas si a € ker() entonces 7 (a) = 0, es decir, Zle (a,e;)e; =
0. Debido a la independencia lineal de los vectores e;, la dltima igualdad implica que
(a,e;) =0 paratodo i =1,...,n, luego a es ortogonal al espacio E, es decir, a € Et. Eso
muestra que ker(r) < EL. Reciprocamente, si a € E+ entonces, en particular, (a, e j) =
0 para todo j = 1,..., k. De la definicién de 7 resulta m(a) = 0 y, por tanto, a debe ser
elemento del ker(r). Luego E+ < ker(). En conclusién, esto muestra que ker(r) = E+.

5. Finalmente, como EN E+ = {0} entonces s6lo queda mostrar laigualdad R” = E +E*+. Para
ello sera suficiente probar que R” ¢ E + E+. Dado cualquier a € R”, de lo demostrado
en los items (1) y (3) deducimos que el vector ay = m(a) es el inico elemento de E tal
que a—n(a) es ortogonal a E, es decir, tal que a—n(a) € EL.Si y=a-n(a)yx=n(a),
deducimos que a = x + y. Esto muestra que cada a € R” se escribe de modo tinico como
la suma de dos elementos: uno x en E y otro y en E+, luego R” € E + E*. |
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