Cap.1: Topologia del Espacio Euclidiano

Ejercicio 2.12. ~

Fije nimeros reales @ y f con a < f. Para cada x = (x1,..., x;) en R”, con n = 2, ponga

Ixll = sup |xy+xpf+--++x," .
astsp

Pruebe que esto define una norma en R”, la cual no proviene de un producto interno.

\ J

Demostracién. En primer lugar observe que para cada elemento x = (xy, ..., x,) € R", la fun-
cion fx: [a, f] — R definida por

[ =|x1+ x84+ x,"7| (=0)

es continua (todo polinomio es continuo y la funcion ¢ — |f| también lo es). Como ademas
de esto el conjunto [a, B] es compacto entonces fy([a, B]) es compacto; en particular el con-
junto

{lx1 +x2t+-+x,8"7|: e [a, BI}

es acotado. De esto, y de la completitud de los ntimeros reales, se deduce que

sup |x1+x20+-+x," | €R,
a<t<f

es decir, || x|| € R.
En segundo lugar comprobaremos que la funcién x — | x|| define una norma en R".

a) Sean x = (x1,...,X,), ¥y = (y1,..., ¥n) € R". Entonces

|x+y| = sup |(x1+y1)+ 2+ y2)t 4+ (xn + yn)t" |
ast<f
< sup {|xi+xot 4+ x, "+ |yt yat e+ Yt}
ast<f
= sup |x1+x2t+---+xntn_l|+ sup |y1+y2t+---+ynt"_1|
ast<f ast<f
= lxli+[|y]-

Observe que la pentltima igualdad es validad debido a que los conjuntos

{lx + x84+ 2,8 tela, B}y {|yr +y2t+- -+ yut" 7 e (a, BI}

son acotados. Por tanto, ||x+ y|| < x] + | y||-
b) ParacadaceRR,

lexll = sup |cxi+cxpt+-+cx,t" | = sup lel|x1+x20+-+x,"7".

ast<p ast<p
Como |c| = 0 entonces

sup |c||x1+x2t+---+xnt”_1|:Icl sup |x1+xpf+- -+ x, "

a<t<f a<t<f

Por tanto, se concluye que |cx|| = |c] || x]|.
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2. Producto interno y norma

c) Sea x € R" tal que || x|l = 0 entonces

sup |x1+x2t+---+xnt"_1| =0.
ast<f

Como

0<|xi+Xot+-+x,t" 7| < sup |x+ x84 +x,8" =0
ast<p

entonces |x; + X + -+ + x, "' = 0 es decir, para todo ¢ € [a, ], se tiene igualdad x; +
Xot+-+x,t" 1 =0, de donde resulta x; = --- = x, =0 y, por tanto, x = 0. Reciproca-
mente, es claro que si x = 0 entonces | x|| = 0.

Los ftems (a), (b) y (c) muestran que x — || x| es una norma.
Finalmente mostraremos que esta norma no proviene de ningtin producto interno. Para ello
considere los vectores

x=(-a,1,0,...,00 y y=(-p,1,0,...,0), (1.10)
con a # 3. Entonces
x+y=(-a-p20,..,0 y x-y=(-a0,0,...,0).
Puestoquea<t<pfentoncesO<t—a<f-aya—p<t—-p=<0.Portanto,

Ixl= sup |—a+t=p-a y |y|= supﬁ|—,6+t|:,6—a.
a<t=<

ast<f

Ademads de esto, siendo 2a < 2¢ < 23 entonces al sumar —a — 8 en estas desigualdades se
obtienea —f<—a—f+2¢ < f—a.Como esto es valido para cada ¢ € [a, §] resulta

[x+y|= sup |[~a—p+2t+06%+---+0t" | = p-a.
ast<p

Andlogamente, siendo f—a = 0, se tiene
[x=y|= sup |B-a)+0t+---+0¢"|= sup |B-—a|=|B-a|=p-a.
ast<f ast<p

Por tanto, para los vectores dados en (1.10):
2
20l + [y = 4B - )®

mientras que
oty P+ =yl = 28 - 0.

Obviamente no se cumple la identidad del paralelogramo y, por tanto, la norma no proviene
de un producto interno. |

Caso especifico.

En el Ejercicio|2.12} considere por ejemplo a = 0, 8 = 1 entonces en R3 se tiene la norma

Ixll = sup |x1+ X2t + x32%|
0<r=1
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para cada x = (x1, X2, X3) € R3. A continuacién calculamos la norma para algunos vectores
especificos.

1. Paravectores del tipo x = (x1, x2,0), se tiene la igualdad |x1 +Xx2t4+0- t2| =|x; + X2 t|. Ob-

. . X1 .
serve que |xj + x2t| = 0 si, y solo si, t = —— (suponemos x; # 0). Luego pueden ocurrir

X2
las siguientes posibilidades:
. x 1
a) Si0=-— < - entonces
X2 2
|Ix||:08<up |y + X2 2] = |y + X2 |1 + X2 4
<ts<1

Este caso se ilustra en la Figura
(lineas de color azul).

1 X1

b) Si — <= -—— <1 entonces
2 X2

[x1] 4

[xll = sup |x1+x2¢| = [x1].
0<t<1

Usted puede hacer una representa-
cion de este caso, similar a la mos-
trada en la Figura[1.4] Observe las li-
neas de color rojo.

Figura 1.4

2. Six=(1,-2,1) entonces
|1 + X2t + x36%| = |1 = 2¢+ £2| = (£ - 1)?,

luego ||(1,-2,1)|| = sup (£—1)*>=1.
0=t=1

Y asi se puede calcular la norma de cada x € R3. (&
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