2. Producto interno y norma

Ejercicio 2.11. ~

Sea C c R" un conjunto convexo. Fijado p € R", sea ¢: C — R la funcién definida por

o) = ||x=p[ =/ x=px=p).

Existe como maximo un punto a € C tal que ¢(a) = inf{p(x): xe C}.

Demostraciéon. Suponga que existen puntos a, b € C tales que ¢(a) = ¢(b). Como la norma
considerada proviene de un producto interno entonces, por la identidad del paralelogra-
mcﬂ se tiene

la—bl? = | (a-p) - b-p)|°

=2]la=p[*+2[b-p[* - |@-p) +B-p|
2

1
~2fla-plf +2[b-p|* -4 |30+ - p

Como C es convexo y a,b € C entonces 1(a+ b) € C. Siendo ¢(a) < ¢(x) = | x— p|| para

1
todo x € C entonces en particular ¢(a) < ¢ (E(a+ b)) = |3(a+b) - p| v, por tanto, de las

igualdades anteriores se obtiene
0<|lla-Dbl?*<2¢(a)+2¢b) —4¢(a) =0.

Luego a=b. 1

Observacién

En el Ejercicio [2.11} si C es no convexo podrian existir infinitos puntos a € C tales que
@p(a) = inf{p(x) : x € C}. Por ejemplo, en R" provisto de la norma euclidiana, considere
la esfera C = {x € R": ||x|| = 1} y el punto fijo p = (0,...,0) (Fig.[1.3). Se tiene que C es no
convexo, pues no contiene segmentos de recta (ver Ejercicio[2.10), y para todo x € C,

¢ = [x-p[=1

a
luego
C X
inf{p(x): xe C} =inf{l: x € C} &
=1 A
=¢p(a)

Figura 1.3: C es no convexo y exis-
ten infinitos a € C tal que ¢(a) =

paratodo aeC infip(x): x€ C}

!dentidad del paralelogramo: Si una norma ||-|| en R” proviene de un producto interno entonces para todo
x,y € R" vale la igualdad ||+ y[* + = y|* =2 (1% + | y]*).
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