1. El espacio vectorial R"

Ejercicio 1.4. 2

Sea E < R" un subespacio vectorial de dimensién m. Pruebe que existen n — m funcio-
nales lineales fi, fo,..., fn—-m: R — R tales que

E={xeR": fi(x) = fo(x) = = fu_m(x) = 0}.

Concluya que existe una aplicacién lineal sobreyectiva A: R — R"~" tal que E = A~1(0).

Demostracion. Sea B = {u,,..., Uy} una base del subespacio vectorial E. En particular g
es un subconjunto linealmente independiente en R" y, por tanto, puede ser extendido a una
base B = {uy,..., Um, Um+1, Um+2, ..., Uy} de R".

Considere los funcionales lineales gi,...,8,: R” — R con la condicién que el conjunto
{g1,...,8n} seabase de .Z(R";R), y a su vez dual de %, es decir,

0, sii#j
gi(uj) ={ . ] (1.6)

1, sii=j.
A partir de esto considere los funcionales fi = gmn+1, f2 = &m+2, ---» fn-m = &n, Y conside-
re también el conjunto H := {x € R": fi(x) = fo(x) =+ = fr—m(x) = 0}. Debemos demostrar

que E=H.
Si x € E entonces, por ser {u,..., U} base de E, existen escalares reales a;,..., a,, tales que
X=ajuy +--+ayly. Luego

[i(X) = gme1(@ruy +--+ Apmi) = A18m+1 (U1) + -+ gm+1(Um) =0,

donde la ultima igualdad es consecuencia de las igualdades (1.6). Por un procedimiento

similar se comprueba que f>(x) =--- = f,—;u(x) = 0. Esto demuestra que x € H, y siendo x
arbitrario en E se concluye que E < H.

Reciprocamente, sea x € H. Es decir, x € R" es tal que fij(x) =--- = f—m(x) = 0. Como el
conjunto B = {uy,..., Um, Um+1, Um+2,---, Un} €s base de R” entonces existen escalares a;,
ceir @my P1, -+, Bn—m tales que

m n-m
x=) aiui+ Y. Pilim+i,
i=1 i=1
entonces se tiene

m n—-m m n—-m
0=fi(x) :gm+1(2 aiui+ Yy ﬁiumﬂ-) =Y aigme1Wi)+ Y. Bi&m+1(Um+i) = P,

i=1

donde la dultima igualdad es consecuencia de las igualdades Y asi en general para todo
j=1,...,n—m,

m n—-m m n—-m
0=fi(x) = gm~+j (Z aiui+ Y ,Biumﬂ') =) Aim+jU) + Y. Pi&m+jUmsi) = Bj
i=1 i=1 i=1 i=1

es decir, f; = --- = B,-m = 0. A su vez, esto implica que la representacién de x se reduce a

m
Xx =) a;u;. En particular, x es elemento de E. Esto demuestra que H € E.
i=1
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En conclusion

E={xeR": filx) =+ = fr-m(x) =0}.
Esto concluye la primera parte del ejercicio.
Para la segunda parte, considere los vectores vy = U;;+1, V2 = Um+2, -+, Un—m = Uy (Observe

que estos son elementos de 98) y sea F el subespacio generado por {vy, ..., V;—,}. Considere
la aplicaciéon T: R" = E® F — F definida por

T(x)=fix)vi+-+ fum(X) Vp_m.

Dado que los f; son funcionales lineales, es claro que T es transformacion lineal. Pero ade-
mas,

T7H0) = {xeR™: T(x) =0} = {x eR": (X)V1+ -+ froem(X) Vp_pm = O}
y como los vectores vy,..., V-, son linealmente independientes entonces
={xeR": fi(x) == fu-m(x) =0} = E,
es decir, E = T71(0). Ademas de esto T es sobreyectiva, pues si y € F entonces existen es-
calares y1, ..., Yn-m tales que y = y1v1 + -+ + Yn—mUn—m- Si consideramos el vector v =

0+X """ y;iv; € R" se tiene entonces

Tw) =fiwWvi+-+ from(WVp-m

n—-m n-m
:fl( Z Yivi) Vl"'"""fn—m( Z J’ivi) Un-m
i=1 i=1

= ( > J’ifl(vi)) v+ +( > yifn—m(vi)) Un—m
i=1 i=1

=yi1t- -+ Vn-mUn-m

:y_
A=hoT
R"=E®F—"——>F—" —~Rj»m

Por otro lado, F es isomorfo a R~ (pues ambos son subespacios vectoriales de la mis-
ma dimension finita) y si h: F — R"™" es tal isomorfismo concluimos que existe una apli-
cacion lineal sobreyectiva A: R” — R ™ tal que E = A~1(0). Esta aplicacién es dada por
A=hoT. |

Caso especifico

Como caso especifico del Ejercicio considere en R? el subespacio vectorial

E={t(1,-1,1): teR}

Entonces E (observe que es una recta que pasa por el origen del R%) es subespacio vecto-
rial 1-dimensional, por tanto existen 3 — 1 = 2 funcionales lineales fi, f>: R — R tales que
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E={(x7y2 €R3: fi(x,y,2) = f(x,¥,2) = 0}. Siguiendo el procedimiento empleado en la
demostracion, considere en E la base % = {(1,-1,1)}. A continuacion extendemos % a
una base de R3, 1a cual puede ser el conjunto 8 = {(1,—1,1);(1,1,0);(—1,1,2)}. Entonces en
Z(R3;R) hallamos una base 8 ¢, que a su vez sea dual de 98. Esta es dada por el conjunto
By =1g1,8, 83}, donde

X—y+z xX+y -X+y+2z
silx,y,2)=———— x,y2)=—7 gk ya)=—T"—
3 2 6
Entonces escogemos los funcionales f; = g2, f» = g3. Es decir,
X+ -X+y+2z
fl(x)yyz):—y) _fé(x)yyz):#-
2 6
+ —X+y+2
Entonces fi(x,y,2) = fo(x,y,2) = 0 si, y solo si, vy _TXrywez 0 si, y solo si, x =

t,y =—t,z=t, paracualquier t € R; es decir, f1(x,),2) = fo(x,),2) =0si, ysolosi, (x,y,z) =
(t,—t,t) =t(1,—1,1). Por tanto,

E={t(1,-1,1): R} ={(x,,2) €R®: fi(x,y,2) = fa(x,y,2) = O}.
Si F es el subespacio de R3 generado por {(1,1,0); (—1,1,2)} entonces
F={(x,y,2) eR3: x—y+z=0}.

La funcién h: F — R? definida como h(x, ¥, 2) = (x+ z,z) es un isomorfismo entre F y R2.
Por otro lado, la transformacién lineal T: R® — R3 dada por T(x,y,2) = fi(x,y,2)(1,1,0) +
fo(x,y,2)(-1,1,2) es tal que

Ty

xX+y -X+y+2z
T(xryyz) = T(lylro) + T(_lr 1)2)

M

_(2x+y—z xX+2y-2z —x+y+22)
- 3 7 3 3

entonces la composicién A:= ho T: R — R? es tal que

X+2y+z —x+y+2z
A(x,y,z):h(T(x,y,z)):( 3y , g )

Observando que A(x, y, z) = (0,0) si, y solo si,

X+2y+z —x+y+2z
3 3 -

si, ysolosi, x=t, y=—t, z=t, para todo f € R, entonces se concluye que A~1(0,0) = E, tal
como se afirmaba en el Ejercicio[1.4] @
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