1. El espacio vectorial R"

Sea E = Z(R™,R"*;RP) el conjunto de las aplicaciones bilineales ¢ : R xR"” — R”. Mues-
tre que las operaciones usuales hacen de E un espacio vectorial de dimensiéon mnp.

Demostracion. Las operaciones (usuales) que hacen de E = Z (R, R";RP) un espacio vec-
torial son las siguientes: para cada ¢, ¥ € E y cada a € R, se definen las funciones ¢ + v y a@
como

(p+v)(w,v)=pw,)+yw,v) y (a-9)(u,v)=a-¢u,v),

para todo (u, v) € R™ xR". Es sencillo comprobar que estas operaciones cumplen con todos
los axiomas en la definicién de espacio vectorial. Por ejemplo, el elemento neutro aditivo
de E esla aplicacion bilineal nula, esto es la aplicacion ¢: R xR"” — RP dada por ¢(x,y) =0,
para todo (x, y) € R” x R", y donde 0 es el vector nulo de R”. Por otro lado, para cada ¢ € E,
el opuesto aditivo de esta funcion es aquella —¢ definida como (-¢)(x, y) = —¢(x, y).

Pero ademads de esto, este espacio E es de dimensiéon mnp. Para mostrar esta ultima afir-
macion considere las bases candnicas {e,...,en}, {€1,...,8,} y {u,..., up} de R™, R" y RP,
respectivamente. Hecho esto, consideremos aplicaciones

@ijk: R xR" —RP
definidas por
Qijk(x,y) = X;yjug.

En particular
e sy ) Uk S8 =G, )
(pl]k(er»es)—{ 0, Si (T,S)#(i,j).

Para mostrar que cada ¢; i es bilineal, sean x = (x1,...,Xm), 2= (21,..,Z2m), ¥ = (Y1,.., ¥Yn) ¥
a € R entonces

(1.4)

Yijklax+z,y)=(axi+z))yjur=ax;yjur+z;yjur = aQ;ijr(x, ) + @i jr(z, ).

Andlogamente se muestra que @; jx(x, ay + w) = a@;jr(x, y) + ¢; jx(x, w). Por tanto, conclui-
mos que cada @; i es bilineal.

Afirmamos que el conjunto % := {pijr:1=i<m,1<j<n, 1<k= p}esunabase de
Z([R™,R";RP). Observe que & tiene mnp elementos.

Para mostrar que el conjunto 98 := {¢; j} es linealmente independiente considere la combi-
nacién nula

Z @ijkPijk =0,
ijk

entonces paracadal<r<myl<s<n,

Y. aijikpijkler,és) =0,
ijk

luego, de las igualdades(1.4} resulta

p
Z sk =0.
k=1
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Cap.1: Topologia del Espacio Euclidiano

La independencia lineal de los vectores uy implica
Ars1 =Qrs2 =" =Ursp =0,

y como esto es vélido para cada r, s, concluimos que «; jx = 0 para todo i, j, k.
Solo resta ver que 28 := {; i} es un conjunto generador de .Z'(R™,R";RP). Para ello sea
T e Z([R™,R";RP) una aplicacion arbitraria y considere los escalares

aijr:=(T(e; ), ux),

donde (, ) denota el producto escalar en R”. Entonces, nuevamente usando las igualda-

des (L.4),

4 4
Y aijrpijkler,é) =) arseur= Y (T(er, &), ux) up = T(ey, &)
ijk k=1 k=1

Es decir, T(er, &) = X; jk Qijk@ijk(er, ). Como esto es valido para todos los vectores basi-
cos e, y és concluimos en laigualdad T'=3}_; j x @; k@i k- Es decir, cada elemento del espacio
Z(R™,R";RP) se expresa como combinacion lineal de los elementos de %.

En resumen, 98 es una base de E, y como 28 tiene mnp elementos se concluye que E es un
espacio vectorial real cuya dimensién es mnp. 1
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