Cap.1: Conjuntos y Funciones

Ejercicio 1.18. 2

Sea f: 22(A) — 22(A) una funcion tal que

a) XcY=f(Y)cf(X), b) f(f(X)) =X.
Pruebe que
1)f(UX;L)=ﬂf(X;L); z)f(ﬂXA):Uf(X/I)-
AeL AeL AeL AeL

Aqui X, Y y cada X, son subconjuntos de A.

Demostracion.

1. Como X, ¢ U X,, para todo A € L, entonces de la hipétesis (a) se tiene la relacion
A€eL

f( U XA) c f(Xy), para todo A € L, es decir, el conjunto f( U XA) es subconjunto de
AeLl A€eL

todos los conjuntos f (X)), por tanto, f( U X,l) c N f(Xy).
AeL A€l

Por otro lado, sabemos que AQL f (X)) c f(Xy), paratodo A € L, entonces por el item (a)
esto implica que f (f (X)) < f (/QL fX A))» para todo A € L. A su vez, de esto ultimo y del
item (b) se deduce que X c f ()QL fX ,1)), para todo A € L. Esto estd diciendo que cada
conjunto X, esta contenido en el conjunto f (ADL fX A)), entonces de aqui resulta que

U Xy c f( N f(X;L)). Esto implica, nuevamente por el item (a), que f(f( N f(X,l))) c
A€eL AeL A€eL

f ( U X ;L). De esto, y haciendo uso nuevamente el item (b), se concluye que M f (X)) c
A€eL AeL

(U x)

AeL
Habiendo demostrado las inclusiones

f(UXA)Cﬂf(XA) y ﬂf(XA)Cf(UXA)

AeL A€eL A€L A€eL

se concluye en la igualdad enunciada.

2. Como N X) < X), para todo A € L, entonces de la hipoétesis (a) se tiene la relacion
AeL
fX)cf ( N X;L), para todo A € L. Esto esta diciendo que cada conjunto f(X,) esta
AeL
contenido enf( N X,I), entonces UJ f (X)) cf( N X,l).
A€eL AeL A€eL
Por otro lado, como para A € L se cumple que f (X3) € U f (X)) entonces por el item (a)
AeL

se concuye que f ( U fX ,1)) c f(f (Xa)) = X», donde la dltima igualdad se obtene por el
AeL
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item (b). Como es vélido para todo A € L entonces [ ( U fX ;L)) < N Xj. Luego, usando
A€L AeL

nuevamente los item (a) y (b), resulta
f(ﬂ Xa) cf(f(U f(XA))) = rxn.
A€L AeL AeL

De esto y de la inclusién probada en la primera parte de este item se concluye en la igual-
dad mencionada.
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